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The following game is called in [M. Gardner, Mathematical Games, Scientz$c 
American 249 (1983), 8-131 the Bulgarian Solitar. Initially, we are given n stones 
disposed in several heaps. A move consists of removing exactly one stone from each 
heap and forming a new heap. By repeating this operation a sufliciently large 
number of times we eventually obtain a periodic sequence of positions. It has been 
proved by J. Brandt that if n is a triangular number, i.e., n = k(k + 1)/2, then the 
final period is one. D. Knuth has conjectured that for triangular n the length of the 
game (i.e., the number of moves before the final position is reached) is at most 
k(k - 1). Our main result is the proof of a generalization of this conjecture for any 
integer n. 0 1991 Academic Press, Inc. 
1. INTRODUCTION 
Considerons 12 jetons disposes en plusieurs tas. Soit 52 Pop&ration consis- 
tant a retirer un jeton de chaque tas et a former un nouveau tas avec les 
jetons ramassts. Si on it&e l’operation 52 on aboutit en fm de compte a une 
suite periodique de positions. Pour n de la forme k(k + 1)/2 par exemple, 
J. Brandt [2] a demontre qu’a partir de n’importe quelle position initiale 
on parvient au partage suivant : un tas de 1 jeton, un tas de 2 jetons, . . . . un 
tas de k jetons. 
* Partially supported by P.R.C. Mathtmatiques-Informatique. 
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Le nombre maximal d’optrations Q ntcessaires avant d’atteindre une 
position cyclique a fait I’objet d’une conjecture de D. Knuth a laquelle nous 
apportons une demonstration. 
2. LE JEU DU SOLITAIRE BULGARE[~] 
Dans ce qui suit, une partition non ordonnee de l’ensemble 
[n] = { 1, 2, . ..) IZ> est represent&e par la famille decroissante (A,, L,, . . . . 2,) 
des cgrdinaux de ses parties, ou encore par son tableau de Young Y. Par 
exemple, le tableau associe a la partition (3, 3,2, 1, l), (32, 2, 1’ en abrege) 
est represent& dans la Fig. 1. 
Le conjugue Y* du tableau de Young Y, obtenu en lui appliquant la 
symetrie par rapport a la diagonale principale est associe a une partition 
(A?, II,*, . ..) n:, . . . ), dite conjugute, oh ,I* est le nombre d’indices j verifiant 
Aj 2 i (voir Fig. 1). 
Dkfinition du Jeu du Solitaire Bulgare 
On se donne n jetons disposes en tas quelconques dont l’ordre n’importe 
pas. Le jeu consiste a rtcolter un jeton dans chaque tas et a former un 
nouveau tas avec les jetons ainsi ramassts. Aprbs avoir note la nouvelle 
position PI, on recommence l’operation avec PI, et ainsi de suite atin 
d’observer la suite PO, P,, P2, . . . . 
La transformation Pi -3 Pi+ 1 sera notee D et nous noterons G, le graphe 
orient6 ayant pour sommets toutes les partitions de [n J et pour arcs les 
couples (P, QP). 
Les graphes G6 et GIO sont represent& dans les Figs. 2 et 3. 
i-7 
H Y’ 
Y 
& 
l---h 
‘ 
l--i--h 
I 
FIGURE 1 
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FIGURE 2 
4,1*,1 
FIGURE 3 
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3. UN TAO&ME DE BRANDT 
11 existe une presentation des partitions mieux adapt&e a la nature des 
problemes poses ici que les tableaux de Young. 
Donnons-nous un tableau de Young Y suppose plonge dans un 
quadrillage du quart de plan. 
tableau de Young 
Y 
:  :  :  :  5 
i i i 1 i 
colonnes de k‘ 
Associons a Y le tableau triangulaire 2 suivant, que nous appellerons 
boulier dont les diagonales descendantes sont les colonnes de Y. 
boulier 
z 
I I 
0 0 
‘1 
0000 9 
0 0 0 ‘L 
Y 
0 0 \* 
0 ‘, 
diagonales 
descendantes 
de Z 
Assimilons chaque case pleine du boulier Z a une case contenant une 
bille. 
LEMME 3.1. Une optration du solitaire bulgare revient ci permuter cir- 
culairement de la gauche vers la droite Ies billes contenues dans chaque 
rangke de Z. Si une bille vient se placer, d l’issue de cette permutation, 
au-dessus d’une case vide, la bille tombe dans cette case vide. 
Supposons qu’apres avoir applique la permutation circulaire a chacune 
des rangees du boulier, certaines billes se retrouvent au-dessus de cases 
vides. Dans le tableau de Young associt a la partition, la premiere colonne 
a partir de la gauche est moins haute que la deuxibme. La chute des billes 
dans le boulier retablit la situation, comme le montre l’exemple suivant. 
Partition Tableau de Young Boulier 
6.4 
c-- 
1 *’ temps 
2,5,3 
2* temps 
5,372 
permutation circulaire., . 
.1 .pu 
i-l 0 
is chute des billes 
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PROPOSITION 3.2 [Jorgen Brandt, 19811. Si n = k(k + 1)/2 pour UIZ 
entier k, toute partition h n jetons hohe vers la partition stable 
(k, k - 1, .,., 2, 1). 
Dthonstration. Supposons n = k(k + 1)/2. Tam que la k-i&me rangee Rk 
du boulier Z ne sera pas remplie il y aura des billes dans les rangees 
d’indices superieurs, en particulier dans la (k + 1 )-i&me d’entre elles, R,, 1. 
Les billes de Rk+ 1 ainsi que celles de Rk sont permuttes circulairement par 
chaque operation du solitaire bulgare et comme k et k + 1 sont premiers 
entre eux il existe, en vertu du thtorbme chinois, un nombre de coups ame- 
nant une bille de Rk+ 1 au-dessus dune case vide de Rk. La rangee R,, 1 
se videra done au bout dun nombre fini doperations, amenant la position 
stable. 1 
Les graphes Gi (1 < i < 10) sont tous connexes except6 G,. Plus precise- 
ment: 
PROPOSITION 3.3. Soit n un entier quelconque, k le plus grand entier tel 
que k(k + 1)/2 ,< n et r = n - k(k + 1)/2. Le nombre de composantes connexes 
de G, est 
c, = 
oti cp(d) est I’indicateur &Euler de d i.e., le nombre d’entiers z, 1 <z < d 
premiers auec d. 
En particulier G, n’est connexe que pour les entiers n de la forme (z) - 1, 
(9 ou (3 + 1. 
11 est clair que les positions cycliques du jeu sur n jetons sont represen- 
tees par un boulier Z offrant au plus une rang&e incomplete. 
Toute position aboutit intvitablement a une position cyclique ou stable 
(cycle de longueur l), dons Ie nombre de composantes connexes de G, est 
le nombre de positions cycliques A n bales. 
Si k(k + 1)/2 <n < (k + l)(k + 2)/2 avec r = n - k(k + 1)/2, le nombre de 
cycles est le nombre d’orbites de l’action du groupe cyclique Z/(k + 1) Z 
operant par permutation circulaire sur la rangee Rk + 1 contenant r billes. 
Or ce nombre est precistment c,. 
Si r = 0, 1 ou k, toutes les dispositions de r billes parmi k + 1 sont dans 
la m&me orbite, et G, est connexe. 
Pour toute autre valeur de r les dispositions representbes ici 
i-- r-1 7 -r- 
0 0 0 0 " et 0 0 0 0 . . 
. . . . 
n’appartiennent pas a la m&me orbite. Dans ce cas G, n’est pas connexe. 
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4. EXISTENCE D'UNE BRANCHE SYMBTRIQUE 
Reportons-nous au graphe G6. 11 a Ctt note [ l] que sur la branche 
22k12-*4, 12-+32+23+3, 1 
B C C* 
B* 3 4 4, 2 --, 3,2, 1 
A* 
les partitions A et A *, B et B*, C et C* sont conjuguees. 
PROPOSITION 4.1. Pour tout n de la forme k(k f 1)/2 il existe dam G,, 
une bran&e de longueur k(k - 1) 
Ao+A1+A2+ ... -A/q--1) 
telle que les partitions Ai et Ak(k-Il)-i soient conjug&es, pour 
i E (0, 1, . . . . k(k- l)- 11. 
Ddmonstration. Soit n = k(k $1)/2 et cr la partition definie par 
tJi=02=k-1, o,=k-i+l pour i=3,4,...,ket ~/,+~=l. Le boulier qui 
lui est associe est represent6 sur la Fig. 4. Codons les permutees de cette 
partition par [a, p] E Z/kZ x Z/(k + 1) Z signifiant que l’unique case vide 
de Rk est en position a a partir de la gauche et que l’unique case pleine 
de hl est en position fi a partir de la gauche. 
Le codage de la position initiale decrite ci-dessus est [ 1, k + 11. Au bout 
de p operations le codage de la position obtenue est [ 1 fp, k + 1 +p], 
si la bille de rangte Rk+ 1 n’a pas eu l’occasion de descendre dans la 
rangee Rk. 
Pour ZE Z/kZ resp. z E Z/(k + 1) Z designons par r(z) resp. s(z) le 
reprtsentant de z compris entre 1 et k resp. k + 1. La position stable est 
atteinte d6s que la bille de RR+ 1 se trouve au-dessus de la case vide de R,, 
c’est-i-dire des que l’bgalite 1 + r( 1 +p) = s(k + 1 +p) est vtrifiite. On voit 
aisement que p = k(k - 1) est le plus petit entier > 0 repondant a la 
question. 
-R k+ 1 
-R k 
FIGURE 4 
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TABLEAU I 
Pkiode Duke I(t) en fin de pkiode 
ro, t;1 
I& tpl 
It,, ‘b- 11 
IL‘> &,I 
It,, Gl 
Iti, bl 
1’Cas 
~41h,t,+wl 
If, 3 &I 
ICI, T’l 
IT’, Tl 
2” Cas 
OGT-t,<m, 
4 
VP+ 1) 
(&+1)+&I 
($+l)+(n,-,+l)+ ‘.. +(1,$-l) 
($+1)+ . ..(&+l)+rz. 
c&+1)+ . ..+(&+1) 
Vp+l)+ ‘..+(A,+l)+& 
(n,+l)+-‘~+(&+1)+(1,+1) 
indkterminke 
(b) Maintenant si I( 2”‘) <rn - 1 on a 
T<T’+m 
<t;+(Ap+l)mp+ ... + (a, + l)m, + ;l,m + m 
<m-l+m(A,+l+ .** +&+l+&+l) 
<m(2+1,+1+ ..* +11+1+&)-l 
=ml(T’)- 1 
d’oti A nouveau T< m(m - 1) - 1. 
Dans le deuxikme cas: 
tI=t~+(I,+l)m,+ I.. +(Az+l)m,+A.,m, 
(a) si I(t,)<m- 1 on a 
Z(t,)=2+(1,+1)+ ... +(&+1)+& 
et 
T<tl+m, 
Qtb+(;lp+l)mp+ ... +(I,+l)ml 
Gm-l+m&+l+ . ..+3L2+1+Iz1+1) 
=ml(t,) - 1 
done T<m(m- l)- 1 
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5. LONGUEUR MAXIMALED'UNE BRANCHE-CONJECTURE DE KNUTH 
Donald Knuth a conjecture que la longueur maximale dune branche de 
G, quand n = k(k + 1)/2 est k(k- 1). L’existence dune branche de cette 
longueur est ass&e par la Proposition 4.1. Cette conjecture a Cte verifite 
sur ordinateur par les tlbves de Knuth pour des petites valeurs de k. 
Le Theoreme 5.1. dtmontre cette conjecture sous une forme plus generale. 
TI~OR~ME 5.1. Soit n E N* et k le plus petii entier tel que k(k + 1)/2 > n. 
A partir d’une partition quelconque de [n] on aboutit h une position cyclique 
en au plus k(k - 1) optrations. 
Notations 5.1.0. La i-eme rangee A partir du bas du boulier sera notee 
Rj et ses cases, numerotees de gauche a droite seront designees par 
Ri,l, Ri,2, *.-y R,i* 
La partition initiale du jeu est notee o, la partition obtenue au bout de 
t operations (nous dirons “A l’instant t”), c’est&dire s2’0, correspond $ un 
boulier contenant des billes qui sera note Z(t). 
Si c designe la case R,j du boulier et p un entier positif ou negatif, nous 
conviendrons de noter c +p la case Ri,j+p, oti la somme j-t-p s’effectue 
modulo i. 
L’ensemble de cases .nott L(i, j, I) designera la reunion des cases 
(Ri+I,j+2-1, Ri+l,j+l-l, . . . . Ri+l,j+l) appartenant A la rangte Ri+l et de 
la case R,j appartenant a la rangte Ri. Nous dirons que cet ensemble 
constitue un ‘L’ de longueur 1 et dont le ‘pied’ est la case R,,. Nous avons 
represente deux exemples de ‘L’ sur la Fig. 5. 
La demonstration du Theo&me 5.1 repose sur Etude des configurations 
de cases vides apparaissant dans le boulier. L’idee de base, Cnoncee dans les 
L(6.53) L(6.2,5) 
FIGURE 5 
190 GWIHEN ETIENNE 
proprietb 3 et 4, et que la presence dun “L” de cases vides dans un boulier 
entraine l’existence d’un “L” de cases vides de longueur supkieure dans les 
positions ulttrieures. 
LEMME 5.1.1. Si la case R, du boulier Z(t) est vide, les cases Ri+I,j et 
Ri+l,j+l du boulier Z(t) sont Cgalement vides. 
Dkmonstration. Soit o la partition associee au boulier Z(t). Alors R,, 
est vide si et seulement si oj + j - 1 < i. Done si R, est vide, a fortiori Ri + I,j 
l’est aussi. 
D’autre part puisque gi+r < oi, nous avons I’inCgalitC crjtl + (j+ l)- 1 < 
i+ 1, done Ri+l,j+l est Cgalement vide. 1 
LEMME 5.1.2. (a) Si la case R, i <j du boulier Z(t) est vide, alors la case 
R, + 1 = R,, 1 du boulier Z(t f 1) est vide. 
(b) Si la case R, i du boulier Z(t) est vide, la case R,, du boulier 
Z(t + 1) est vide si et seulement si la case Ri, 1,1 du boulier Z(t) est elle- 
mt?me vide. 
Dkmonstration. (a) C’est clair: settle une case se trouvant contre le bord 
gauche du boulier peut recevoir une bill& 
(b) La translation du contenu de Ri,i en R,, tree un vide sous la case 
Ri+1,2 a I’instant t-f 1. Done R,, est pleine a l’instant t + 1 si et seulement 
si cette case vient de recevoir une bille qui se trouvait dans Ri+,,l A 
I’instant t. 1 
LEMME 5.1.3. Supposons que, dans le boulier Z(t) l’ensemble de cases 
L(i, j, 1) avec I< i ne contienne aucune bille. 
(a) Si j < i alors /‘ensemble L(i, j + 1,l) du boulier Z( t + 1) ne contient 
aucune bille. 
(b) Si j = i et si la case R,, du boulier Z(t + 1) est vide, alors l’ensem- 
ble L(i, j+ 1,1+ 1) du boulier Z(t + 1) ne contient aucune bille. 
Dkmonstration. (a) Comme i<j, le Lemme 5.1.2(a) montre que la case 
R, + 1 du boulier Z(t + 1) est vide. De m&me, toute autre case de 
L(i, j + 1,Z) ne se trouvant pas contre le bord gauche du boulier sera vide 
dans Z(t + 1). 
11 reste a considerer la case Ri+ l,l. Supposons que R,, l,i+ i appartienne 
a L(i, j, I). Puisque le pied de ce “L” nest pas Ri,i, la case Ri+ 1,1 appartient 
encore a ce “L,” done est vide a I’instant t. D’apres le Lemme 5.1.1, Ri+ 2,1 
est vide a l’instant t, done du Lemme 5.1.2(b) nous dtduisons que Ri+ 1,1 
est vide a l’instant t + 1. 
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Toutes les cases de L( i, j + 1, I) sont done vides dans Z(l -t- 1). 
(b) Supposons les cases Ri+1,i+-l, Ri+l i+l-i, . . . . R,+l,i+l et 
Ri,i vides a l’instant t. D’apres le Lemme 5.1.2(a), les cases 
R~+I,~+I-I> ***,Ri+l,i+l seront encore vides a I’instant t + 1. Par 
hypothese, la case Ri,l est vide a l’instant t + 1: en appliquant le 
Lemme 5.1.1, les cases Ri+l,I et Ri+1,2 sont egalement vides a l’instant 
t -I- 1. Or l’ensemble de cases vides que nous venons d’enumerer est precise- 
ment I;(i,j + 1, 1+ 1). Nous avons done prouvc que E(i,j + 1, I-t 1) ne 
contient aucune bille dans Z( t + 1) 1 
En d’autres termes, le Lemme 5.1.3 signifie que si Z(t) contient un “L” 
compose de cases vides. 
Premier cas. Si le pied de ce “L” ne se trouve pas contre le bord droit 
du boulier, le translate du “L” est encore compose de cases vides dans 
Z(t + 1). 
Deuxi&ne cas. Le pied du ‘L’, notons-le c, est contre le bord droit du 
boulier; alors si la case c + 1 est vide dans Z( t + 1 ), le boulier Z(t + 1) 
contient un ‘L’ form& de cases vides dont la longueur est strictement 
superieure a la longueur du ‘L’ precedent. 
Le lemme suivant dtcrit ce qui se passe quand la case c f 1 = R, 1 recoit 
une bille a l’instant t + 1. 
LEMME 5.1.4. Supposons que duns le boulier Z(t) l’ensemble de cases 
L(i, i, I), 1 d i ne contienne aucune bille, la case Ri+p,p soit vide et la case 
Ritp+l,pfl soit pleine. 
Alors dans le boulier Z(t + 1) l’ensemble L(i +p, p f 1, I+ 1) ne contient 
aucune bille. 
DCmonstration. Les bouliers represent& sur la Fig. 6 aideront certaine- 
ment le lecteur a suivre notre raisonnement. 
Notons cl et c2 respectivement les cases Rifp,p et Ri+p+I,p+l. 
Dans un premier temps nous remarquons qu’aucune des cases cr, c1 + 1, 
Cl -I- 2, . ..) cl + 1- 1 ne se trouve contre le bord droit du boulier. En effet, 
puisque les cases Ritl,it2--I, . . . . Ri+I,i,, du boulier Z(t) sont vides, une 
application repetee du Lemme 5.1.1 entraine la vacuitc des cases 
Ri+p,i+Z-i, Ri+p,i+l--[, . . . . Ri+p,i+p* Comme Ri+p,p est pleine on a 
p<i+2-1, done pour tout m dans (0, l,..., l-l}, ~~+rn=R~+~,~+~ est 
distinct de Ri, 1, i+ 1. 
Les billes du boulier Z(t) contenues dans Ri+I,l, Ri+2,2, . . . . R,,,, 
descendront a l’instant t + 1 dans les cases Rj,$, Ri+ 1,2t Ri+p-I,p: la case 
~l+l=Ri+p,p+~ est done vide dans Z( t $1). 
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R. . . I I !  I*I~I.I 
u 
instant t 
iti 
instant t+l 
instant t+2 instant t+f 
FIGURE 6 
Comme c, + 1, cl + 2, . . . . c1 + I - 1 ne sont pas contre le bord droit 
du boulier, la case c1 + r- t sera vide a chacun des instants 
z E (t + 1, t + 2, . ..) t + 1> d’apr&s le Lemme 5.1.2(a). En particulier Ri+p,p+ 1 
est vide dans Z(t + I). 
Maintenant, prouvons par recurrence que la case c2 = Ri+p+l,p+l est 
vide aux instants t, t + 1, . . . . t + 1. C’est vrai par hypothese a l’instant t. Par 
ailleurs, puisque Ri+l,i+2--l, Ri41,i+l--[, . . . . Ri+l,i+l sont vides a l’instant 
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t, en appliquant le Lemme 5.1.2(a) nous obtenons que la case Ri, I.it 1 est 
encore vide aux instants t, t + 1, . . . . t + I- 1. Done il nous suflit de prouver 
l’assertion suivante: si a l’instant z, la case c2 = Ritp + l,p + 1 est vide ainsi 
que Ri+I,i+i, alors a l’instant r+ 1, la case c2 est vide. 
En voici la preuve. Dans Z(z), la case c1 est vide done Rj+,,2,p + , aussi 
d’aprbs le Lemme 5.1.1. Puisque dans Z(z), la case Rj,l,j+, est vide, 
a l’instant r + 1 la case c2 recevra le contenu de la case Ri+p+Z,pf I 
c’est-a-dire demeurera vide, ce qui Ctablit le resultat. 
De proche en proche il en decoule que la case c2 est vide aux instants 
t, t $ 1, . ..) t + 1. Et comme c2, c2 + 1, . . . . c2 + I- 1 ne sont pas contre le bord 
droit du boulier, une application rep&&e du Lemme 5.1.2(a) montre que les 
cases c2, c2 -t 1, . . . . c2 -t- I sont vides dans Z( t c I) 1 
LEMME 5.1.5. Supposons qu’it l’instant T la rang&e R, du boulier Z(T) 
soit non pleine et que la rang&e R, + 1 du boulier soit non vide. 
Alors Tdm(m-1)-l. 
DJmonstration. Soit c une case vide de Z(T) situ&e dans la rangee R,. 
La case c est le pied dun “L” ne comportant que des cases vides dont la 
longueur ne saurait d&passer m sinon la rangee R,, 1 serait vide. C’est 
precisement de la majoration de la longueur de ce “L” que nous deduirons 
la majoration de T. 
11 est possible que la case c - (T - t) ne soit pas vide B tout instant t de 
l’intervalle [0, T]. Dans ce cas, nous noterons ‘t, le dernier instant 
t e [O, T] oh la case c - (T- t) contient une bille. Que se passe-t-i1 aux 
instants tl et tl + l? Puisque la case c - (T - tl) se vide a l’instant t, + I 
alors qu’elle Ctait pleine a l’instant precedent, il existe un indice ml < m tel 
que: 
A l’instant tl , la case R,,, ml soit vide 
A l’instant t, + 1, la case c - (T- tl - I) se trouve a la verticale de 
R m,,ly done est &,m-ml+l. 
Poursuivons la remontee dans le temps. Supposons que pour i> 1 now 
ayons construit l’instant ti et l’indice mi, de sorte qu’a l’instant tj la case 
R,i,,,i soit vide et la case Rmi-l,mi-,--mi pleine tandis qu’a l’instant tii- 1 la 
case Rmi, , est pleine et la case R *j-1, mi-, _ mi+ 1 vide (voir Fig. 7). Nous 
conviendrons que mO = m. De deux chases l’une : ou la case Rmi,mi f (t - ti) 
demeure vide pour tout t f CO, tJ auquel cas nous avow termink, ou alors 
on note tj,l le dernier instant t < tj oti R,,, mi $ (t - ti) contient une bille. 
I1 existe done a l’instant ti+l un indice mi+l tel que la case RMi+L,m,+, soit 
vide et qu’a l’instant ti+, + 1 la case R,,,,,i -t (tj, 1 + 1 - ti) se trouve a la 
verticale de Rmi+, , 1. 
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R m,-, ,mi-, - m. I 
I (pleine) 
.R mi ,m. 
(vide; 
R mimr,mi-,- mi+ 1 
I (vide) 
instant t i 
instant t f  1 
i 
FIGURE 7 
Au bout dun nombre fini p de recherches nous aurons construit les 
suites 
o=tp+1 <t,<t,-,< .-a <t,<T 
1 -=cm,<m,-,< ... -cm,-cm=m, 
telles que si i = 1, 2, . . . . p la case R,,,,r + (t - tJ demeure vide pour t dans 
[ti+l, tJ (en convenant que t,+l= 0) la case c + (t - T) demeure vide 
pour tE]tl, T[. 
A l’instant ti + 1 1~ i 6p nous assistons d l’apparition dune case vide en 
Rmi-,,m,-,-m;+l, comme dans les hypotheses du Lemme 51.4. 
Tow les elements de la demonstration du Thtoreme 5.1 sont en place. 
Dans le boulier Z(O), la case c,, = R,,, - t, est vide. D’apres le 
Lemme 5.1.1, cette case est le pied d’un “L” de longueur 2 forme de cases 
vides. Pour tout t dans l’intervalle [0, t,], les translates de ce “L” 
demeureront vides dans Z(t), d’apres le Lemme 5.1.3(a). 
En outre, d’apres cette mCme propriete, aprb chaque passage de 
R + (t - tp) du bord droit du boulier a son bord gauche, la longueur 
du”“i% compose de cases vides consider+ pourra Ctre augment6 d’une unite. 
A l’instant tp, en vertu du Lemme 5.1.4, le “L” dont le pied est Rmp+ et 
dont la longueur est I commencera a se transformer en un “L” de cases 
vides dont le pied a I’instant tp + I se trouvera dans la rangee R,_, et dont 
la longueur sera I+ 1. 
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Ainsi est-il possible, en poursuivant de la sorte, de considtrer dans 
chaque boulier Z(t) un “L” form& uniqwment de cases vides dont le pied 
est la case 
R 5. % - t, + t si t E [O, tp] 
R ,p_l,mp-l-tP-l+tSitE1tp,tP-ll 
. . . 
R ml,m, - tl + t si t E lb, tIl 
c-T+tsitE]t,,T]. 
Notons Z(t) la longueur de ce “L” g I’instant t. Comme I(T) <m par 
hypothbse, on voit qu’aucun des “L” prkckdents, contenus dans les rangkes 
Ri et R,, 1 ne contiennent R,, 1 en entier. Sinon, comme i + 1 f m + 1, alors 
R *+ 1 serait vide & l’instant t < T d’aprks le Lemme 5.1.1 done aussi Q 
l’instant T. 
Par constquent, les rigles de croissance stricte d&rites dans les Lem- 
mes 5.1.3 et 5.1.4 sont vC&Ces. Chaque fois que le pied du “L” d&passe le 
bord droit du boulier on assiste ti l’kmergence d’un ““L” nouveau, ttgalement 
compos6 de cases vides, de longueur strictement sup&ewe au prkddent. 
Avant de commencer le comptage, notons ti, 0 < i <p le premier instant 
t > ei+ 1 pour lequel R,,,,,i- ti + t se trouve contre le bord droit du boulier. 
Dans le cas oti i=p (d&but de la partie) on peut juste dire que 
0 6 t;l < mp - 1. Par contre, pour 1~ i <p - 1, la definition des entiers tj et 
mi donne t: = ti, 1 + m,, 1. D’autre part puisque la case R,,,, - ti + t se 
confond aux instants t: et tj A la case R,,,,,*! I’amplitude de l’intervalle 
Iti, ti] est un multiple de mj, la largeur de la rang&e. Nous poserons 
ti - t: = A,m,A, entier >O. 
Tableau I d&it l’bvolution du “L” composC de cases vides au tours du 
temps. 
Dans le premier cas: 
(a) Si I( T’) = m alors g l’instant T’ il reste au plus une seule case non 
vide dans la rangt?e R, + , , done il est exclu que T> T’, sinon k I’instant T 
la rang&e R, + 1 serait vide. 
Done d’une part, Z(T)=Z(T)=2+($+1)+ .a. +(/2,+l)+& et de 
l’autre T=T’=tb+(&+l)m,+ . . . + (,I, i- 1) m, + A,m ce qui donne, en 
majorant mi par m et t; par m - 1, 
T<m(Z(T)-l)-l<m(m-1)-l. 
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TABLEAU I 
Pkiode Duke I(t) en fin de pkiode 
ro, t;1 
I& tpl 
It,, ‘b- 11 
IL‘> &,I 
It,, Gl 
Iti, bl 
1’Cas 
~41h,t,+wl 
If, 3 &I 
ICI, T’l 
IT’, Tl 
2” Cas 
OGT-t,<m, 
4 
VP+ 1) 
(&+1)+&I 
($+l)+(n,-,+l)+ ‘.. +(1,$-l) 
($+1)+ . ..(&+l)+rz. 
c&+1)+ . ..+(&+1) 
Vp+l)+ ‘..+(A,+l)+& 
(n,+l)+-‘~+(&+1)+(1,+1) 
indkterminke 
(b) Maintenant si I( 2”‘) <rn - 1 on a 
T<T’+m 
<t;+(Ap+l)mp+ ... + (a, + l)m, + ;l,m + m 
<m-l+m(A,+l+ .** +&+l+&+l) 
<m(2+1,+1+ ..* +11+1+&)-l 
=ml(T’)- 1 
d’oti A nouveau T< m(m - 1) - 1. 
Dans le deuxikme cas: 
tI=t~+(I,+l)m,+ I.. +(Az+l)m,+A.,m, 
(a) si I(t,)<m- 1 on a 
Z(t,)=2+(1,+1)+ ... +(&+1)+& 
et 
T<tl+m, 
Qtb+(;lp+l)mp+ ... +(I,+l)ml 
Gm-l+m&+l+ . ..+3L2+1+Iz1+1) 
=ml(t,) - 1 
done T<m(m- l)- 1 
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(b) le cas I(tr ) = m est impossible puisqu’on aurait alors un “L” de 
cases vides de largeur m dans les rang&es R,, et R,, + 1 avec m, + 1 d m. 
D&monstration du Th&orSme 5.1. Supposons que la partition Sz’cr 
obtenue au bout de T operations ne soit pas cyclique. Par definition de 
l’entier k, on a k+(k-1)+ . ..-I-l>n>(k-l)+(k-2)+ ... =I, done 
il est exclu que la rangee Rk soit pleine (car ceci entrainerait 
n>k-t-(k-l)+ . . . + 1 done l’egalite et la partition correspondante serait 
(k, k - 1, . . . . 1) qui est cyclique). 
D’autre part, comme la partition n’est pas cyclique, dans le boulier Z(T) 
associe a Qnro il existe une rang&e R, non pleine telle que R, + 1 soit non 
vide. D’apres ce qui precede on a m 6 k. En effet il suftit de choisir Ie plus 
petit indice i tel que R, soit non pleine : Ri+ 1 ne peut &tre vide sinon la 
position serait cyclique. 
La rangee R, est non pleine et la rangee R,, 1 est non vide dans le 
boulier Z(T). Le Lemme 5.1.5 entraine l’inegalite Tg m(m - 1) - 1 d’oti 
T<k(k-1)-l puisque m<k. 
Par consequent si TO est le plus petit entier tel que Z(T,) soit cyclique, 
alors Z( TO - 1) nest pas cyclique d’ou TO - 16 k(k - f ) - 1 et 
T,, < k(k - l), ce qui acheve la demonstration du thtoreme. 1 
Pour tout entier n notons I, la longueur maximale des branches du 
graphe G,. A defaut de donner la valeur exacte de 1, nous avancerons la 
conjecture suivante, vtritiee pour 3 < n < 55: 
Conjecture 5.2. Pour tout entier k 2 1 
si n E C(y), (7) + k - 1 ] alors 1, decroit strictement de 2k(2k - 1) 
jusqu’a 2k(k - 1) 
si nE [(y)+k-1, (2kT1 )] alors E, croit strictement de 2k(k - 1) 
jusqu’a 2k( 2k + 1) 
si 0~ [(““:I), (“:l ) + k - 1] alors I, dtcroit strictement de 2k(2k + 1) 
jusqu’a 2k2 
si nE[(Uc:l)+k, (2kz2 )] alors 1, croft strictement de 2k2 jusqu’a 
(2k+ 1)(2k+2). 
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